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第 陆 章 

柯西准则 
I， 柯西准则定义 

柯西准则又称柯西极限存在准则，柯西收敛原理，它给出了收敛的充分必要条件。 

中文名：柯西极限存在准则 

外文名： Cauchy’s convergence test 

 

II， 柯西准则应用方面 

它是用来判断某个式子是否收敛的充要条件（不限于数列）；在数列，数项级数，函

数，反常积分，函数列和函数项级数都有应用。其每个方面都对应一个柯西准则，

本章将按不同方面对准则进行说明。 

 

III， 柯西准则及其证明 

（一） 数列 

（1） 数列的柯西收敛准则 

数列{𝑥𝑛}收敛的充分必要条件是： 

对于任意给定的正数 ε，总存在正整数 N，使得当 n>N,m>N时有 

|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀 

我们把满足该条件的{𝑥𝑛}称为柯西序列。 

那么上述定理可表述成：数列{𝑥𝑛}收敛，当且仅当它是一个柯西序列。

该准则的几何意义表示，数列{𝑥𝑛}收敛的充分必要条件是：该数列中

的元素随着序数的增加而愈发靠近，即足够靠后的任意两项都无限

接近。 

（2） 证明 

必要性： 

设 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝜂，则∀𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ 𝑁+，当 m,n>N时，有 

|𝑥𝑛 − 𝜂| <
𝜀

2
, |𝑥𝑚 − 𝜂| <

𝜀

2
 

那么 

|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| = |(𝑥𝑛 − 𝜂) − (𝑥𝑚 − 𝜂)| 

≤ |𝑥𝑛 − 𝜂| + |𝑥𝑚 − 𝜂| <
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀 

 

充分性： 

由于数列的柯西收敛准则是实数连续性的体现之一，所以用实数公

理——戴德金定理（详见第一卷第八章）证明{𝑥𝑛}收敛。 

首先证明柯西序列是有界的。 

根据柯西序列的定义，对任意 ε>0，存在正整数 N，当 m,n>N 时，

有|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀。 
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于是取 m=N+1，则当 n>N时，|𝑥𝑛 − 𝑥𝑁+1 |<ε。解得 

𝑥𝑁+1-ε<𝑥𝑛<𝑥𝑁+1+ε， 

即当 n>N时，{𝑥𝑛}既有上界又有下界，所以是有界的。 

向上述数列中添加{𝑥𝑛}的前 N项得到{𝑥𝑛}本身，则由于前 N项都是确

定的实数，不会改变{𝑥𝑛}的有界性（前 N 项最多只会改变{𝑥𝑛}的上、

下界）。故对任意正整数 n，{𝑥𝑛}都是有界的。 

 

其次证明柯西序列收敛。 

设{𝑥𝑛}⊆[a,b]，有一个实数集 A，A 中的任一元素 c 满足：区间(-

∞,c)中最多有{𝑥𝑛}中的有限项（注意用词“最多”，意味着可以有

0项），由于 A为所有满足条件的 c的集合，因此 A的下界为-∞，上

界为 c 能取到的最大值，而{𝑥𝑛}中的无限项都落在[c,+∞)。并把 A

在 R中的补集设为 B，则： 

①由取法可知 a∈A，并且显然 b∈B。即 A 和 B 都是非空数集。

②A∪B=R。 

③根据集合 A、B的定义，A中任意元素都小于 B中的任意元素。 

由戴德金定理得，存在唯一实数η，使η要么是 A中的最大值，要

么是 B中的最小值，即η为 A，B的分界点 

则对∀𝜀 > 0, 𝜂 − 𝜀 ∈ 𝐴 

④由 A的定义可知， 

∃𝑚 > 𝑁, 𝜂 − 𝜀 < 𝑥𝑚 ≤ 𝜂 + 𝜀 

根据已知条件，当 m,n>N时，|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀。 

于是𝑥𝑚 − 𝜀 < 𝑥𝑛 < 𝑥𝑚 + 𝜀 

联立④中的不等式，可得到 

(𝜂 − 𝜀) − 𝜀 < 𝑥𝑛 < (𝜂 + 𝜀) + 𝜀 

即𝜂 − 2𝜀 < 𝑥𝑛 < 𝜂 + 2𝜀 

也就是当 n>N时，不等式|𝑥𝑛-η|<2ε成立 

∴ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝜂 

即该数列收敛。 

（二） 函数 

考虑到数列是特殊的函数（即定义域为正整数集），可以猜想，函数的敛散

性也应当有类似的结论，这就是接下来要说的函数的柯西收敛准则。 

函数的柯西收敛准则 

（1） 𝑥 ⟶ 𝑥0时的准则 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)收敛的充要条件为： 

对于任意给定的正数𝜀，总存在正数𝛿，使得当 

0<|𝑥1 − 𝑥0| < 𝛿，0 < |𝑥2 − 𝑥0| < 𝛿时，有 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜀 

 

（2） 𝑥 → ∞时的准则 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)收敛的充要条件为： 
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对于任意给定的正数𝜀，总存在正数𝑋，使得当 

|𝑥1| > 𝑋，|𝑥2| > 𝑋时，有 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜀 

𝑥1, 𝑥2是 f(x)的定义区间上任意两个实数。 

以上准则针对单侧极限依然有效。 

该准则的充要条件又称为（函数的）柯西条件，也就是说，函数收敛

当且仅当函数满足柯西条件。 

 

证明： 

必要性： 

（1） 𝑥 ⟶ 𝑥0时的准则 

设 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)=a，则∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, 

当0 < |𝑥1 − 𝑥0| < 𝛿, 0 < |𝑥2 − 𝑥0| < 𝛿时，有 

|𝑓(𝑥1) − 𝑎| <
𝜀

2
, |𝑓(𝑥2) − 𝑎| <

𝜀

2
 

那么， 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| = |[𝑓(𝑥1) − 𝑎] − [𝑓(𝑥2) − 𝑎]|

< |𝑓(𝑥1) − 𝑎| + |𝑓(𝑥2) − 𝑎| < 𝜀 

（2） 𝑥 → ∞时的准则 

设 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥)=a，则∀𝜀 > 0, ∃𝑋 > 0, 

当|𝑥1| > 𝑋, |𝑥2| > 𝑋时，有 

|𝑓(𝑥1) − 𝑎| <
𝜀

2
, |𝑓(𝑥2) − 𝑎| <

𝜀

2
 

那么， 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| = |[𝑓(𝑥1) − 𝑎] − [𝑓(𝑥2) − 𝑎]|

< |𝑓(𝑥1) − 𝑎| + |𝑓(𝑥2) − 𝑎| < 𝜀 

 

充分性： 

由于函数极限和数列极限可以通过归结原则联系起来，所以要证明函

数收敛，可以转化为证明数列收敛。而数列收敛的柯西准则上面已经

证明了，所以把已知条件转化为求数列极限是证明的重心。 

归结原则（或称海涅定理）： 

设 f(x)在𝑥0的某个去心邻域（或|x|大于某个正数时）有定义，那

么 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)=A（或 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥)=A）的充要条件是，对在𝑥0的某个去心邻

域内的任意收敛于𝑥0并且满足𝑥𝑛≠𝑥0的数列{𝑥𝑛}（或绝对值大于某个

正数的任意发散到无穷大的数列{𝑥𝑛}），都有数列{f(𝑥𝑛)}收敛到 A，

即 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛)=A。 

这个原则在这里不证明，只需要注意的是定理中的“任意”二字。另

外，如果函数极限是单侧极限，则相应的任意数列都是单调数列（右

极限对应任意单调递减数列，左极限对应任意单调递增数列）。 
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（1） 𝑥 ⟶ 𝑥0时的准则 

设{𝑥𝑛}是𝑥0的某个去心邻域内的任意收敛到𝑥0并且𝑥𝑛≠𝑥0的

数列，由数列极限的定义，∀δ > 0, ∃𝑁 ∈ 𝑁+ （注意这里的

δ就是柯西条件的δ），当 m,n>N时，有 

0<|𝑥𝑛 − 𝑥0| < 𝛿，0 < |𝑥𝑚 − 𝑥0| < 𝛿, 

而由 0<|𝑥𝑚-𝑥0|<δ，0<|𝑥𝑛-𝑥0|<δ 可知 

|𝑓(𝑥𝑚) − 𝑓(𝑥𝑛)|< 𝜀, 

换句话说，当 m,n>N时，有|𝑓(𝑥𝑚) − 𝑓(𝑥𝑛)|< 𝜀, 

这也就是数列的柯西收敛准则，由柯西收敛准则可知数列

{f(𝑥𝑛)}收敛。又因为{𝑥𝑛}的任意性，得到任意{𝑥𝑛}的极限都

相等。于是根据归结原则，f(x)收敛。 

 

（2） 𝑥 → ∞时的准则 

设{𝑥𝑛}是绝对值大于某个正数的任意发散到无穷大的数列，

由数列发散到无穷大的定义， ∀X > 0, ∃𝑁 ∈ 𝑁+（注意这里

的 X就是柯西条件的 X），当 m,n>N时，有 

|𝑥𝑚|>X，|𝑥𝑛|>X， 

而由|𝑥𝑚|>X，|𝑥𝑛|>X 可知 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜀， 

换句话说，当 m,n>N时，有|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜀， 

这也就是数列的柯西收敛准则，由柯西收敛准则可知数列

{f(𝑥𝑛)}收敛。又因为{𝑥𝑛}的任意性，得到任意{𝑥𝑛}的极限都

相等。于是根据归结原则，f(x)收敛。 

 

（三） 反常积分 

反常积分分为两种，一种是积分区间含有无穷大的反常积分（又叫做无穷限

的反常积分），另一种是被积函数为无界函数的反常积分（又叫做无界函数

的反常积分、瑕积分）。因此相应的柯西收敛准则有两种，两种准则的描述

有些区别，但都可以根据函数的柯西收敛准则来证明。 

 

反常积分的柯西收敛准则 

（1） 无穷限的反常积分 

无穷限的反常积分∫ 𝑓
+∞

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥 收敛的充要条件是，对于任意给定

的正数ε，总存在正数 X，使得当 q>p>X时，有| ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑞

𝑝
|< 𝜀 

 

无穷限的反常积分∫ 𝑓
𝑎

−∞
(𝑥)𝑑𝑥 收敛的充要条件是，对于任意给定

的正数ε，总存在正数 X，使得当 p<q<-X时，有|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑞

𝑝
|< 𝜀 

前提是闭区间[p,q]⊂[a,+∞)（或(-∞,a]）。 

 

（2） 瑕积分 
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瑕积分 ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥 （其中𝑙𝑖𝑚

𝑥→a
𝑓(𝑥) → ∞）收敛的充要条件是： 

对于任意给定的正数 ε，总存在正数 δ，使得当 a<p<q<a+δ 时，

有 

| ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑞

𝑝
|< 𝜀 

其中 x=a是 f(x)的瑕点。 

瑕积分 ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥 （其中𝑙𝑖𝑚

𝑥→b
𝑓(𝑥) → ∞） 收敛的充要条件是，

对于任意给定的正数 ε，总存在正数 δ，使得当 b-δ<p<q<b 时，

有| ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑞

𝑝
|< 𝜀 

其中 x=b是 f(x)的瑕点。前提是闭区间[p,q]⊂(a,b]（或[a,b)）。 

 

证明： 

（1） 无穷限的反常积分 

设 F（u）= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑢

𝑎
。由无穷限反常积分收敛的定义可知，

∫ 𝑓
+∞

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥   收 敛 ， 当 且 仅

当 𝑙𝑖𝑚
𝑢→+∞

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑢

𝑎
=  𝑙𝑖𝑚

𝑢→+∞
F（u）收敛。于是根据函数的柯西

收敛准则， 𝑙𝑖𝑚
𝑢→+∞

F（u） 收敛的充要条件是，对于任意 ε>0，

总存在 X>0，使得当 p>X，q>X时，有 

|𝐹(q) − 𝐹(p)| < 𝜀,由定积分的性质可知 

|𝐹(q) − 𝐹(p)| =| ∫ 𝑓
𝑞

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝑓

𝑝

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥|=| ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑞

𝑝
|< 𝜀 

把上述过程综合起来，就得到∫ 𝑓
+∞

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥 收敛的充要条件是：对

于任意ε>0，总存在 X>0，使得当 p>X，q>X时，有| ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑞

𝑝
|< 𝜀。

由此得证无穷限反常积分的柯西收敛准则。∫ 𝑓
𝑎

−∞
(𝑥)𝑑𝑥 同理可证。 

 

（2） 瑕积分 

设 F （ u ） = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑢
 。 由 瑕 积 分 收 敛 的 定 义 可

知 ，  ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥  收 敛 （ x=a 是 瑕 点 ）， 当 且 仅

当 𝑙𝑖𝑚
𝑢→𝑎+

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑢
=  𝑙𝑖𝑚

𝑢→𝑎+
F（u） 收敛。于是根据函数的柯西

收敛准则， 𝑙𝑖𝑚
𝑢→𝑎+

F（u）收敛的充要条件是，对于任意给定的正数



数神教会 

ε，总存在正数δ，使得当 

0<p-a<δ，0<q-a<δ 时， 

有|𝐹(q) − 𝐹(p)| < 𝜀, 

由定积分的性质可知， 

|𝐹(q) − 𝐹(p)| =|∫ 𝑓
𝑞

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝑓

𝑝

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥| = | ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑞

𝑝
|< 𝜀 

 把上述过程综合起来，就得到  ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥 （x=a 是瑕点）

收敛的充要条件是，对于任意给定的正数ε，总存在正数 δ，使

得当 0<p-a<δ，0<q-a<δ时，有|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑞

𝑝
|< 𝜀 

但是，0<p-a<δ，0<q-a<δ等价于 a<p<a+δ，a<q<a+δ。令 p<q，

即得到 a<p<q<a+δ，由此得证瑕积分的柯西收敛准则。 

 ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥 （x=b是瑕点）同理可证。 


