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第 贰 章 

泰勒公式 
I． 泰勒公式 

泰勒公式，应用于数学，物理领域，是一个用函数在某点的信息描述其附近

取值的公式。若函数足够平滑，在已知函数在某一点的各阶导数值的情况下，

泰勒公式可以用这些导数值做系数构建一个多项式来近似函数在这一点的

邻域中的值。泰勒公式还给出了这个多项式和实际函数值的偏差。 

提出者：布鲁克·泰勒【Brook Taylor(1685.8.18-1731.11.30)】 

中文名：泰勒公式 

外文名：Taylor formula 

特例：麦克劳林级数，拉格朗日定理 

泰勒以微积分学中将函数展开成无穷级数的定理著称于世。 

 

II． 定理描述 

泰勒公式是将一个在𝑥 = 𝑥0处具有 n 阶导数的函数 f(x)利用关于（𝑥 − 𝑥0）

的 n次多项式来逼近函数的方法 

简单来说，就是函数的多项化，例如，𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥不是一个多项式函数，我们

要将其多项化，即将其变成𝑒𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2+. . . +𝑎𝑛𝑥𝑛的形式以便于求

某一特定函数值 

若函数 f(x)在包含𝑥0的某个闭区间[a,b]上具有 n阶导数 

且在开区间(a,b)上具有(n+1)阶导数，则对闭区间[a,b]上任意一点 x，成立

下式： 

𝑓(𝑥) =
𝑓(𝑥0)

0!
+

𝑓′(𝑥0)

1!
(𝑥 − 𝑥0) +

𝑓″(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ +

𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛 + 𝑅𝑛(𝑥) 

等号后面称为 f(x)在𝑥0处的泰勒展开式 

𝑅𝑛(𝑥)称为拉格朗日余项，是(𝑥 − 𝑥0)𝑛的高阶无穷小 

 

III． 发展历程 

（I） 函数多项化 

对于一些函数，像 f(x)=x, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 

等这样的形式，给定一个 x，我们都能笔算出相应的函数值，这

样的函数大多为多项式函数，但是，像 f(x)=sinx，𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥等

就比较困难，我们要求 sin4，𝑒1.7等这样的值，用笔算可能就会

比较困难，数学家们就在猜想，既然它们同在一个坐标平面内，

那么我们能不能用临摹的方式，做一个和 sinx，𝑒𝑥等这些函数长

的差不多的一个多项式函数呢？即 sinx，𝑒𝑥等这些函数能否用

一个多项式函数来近似表达呢？这就是泰勒展开的出发点。 

 

（II） 泰勒展开 

我们用物理中的位移(x)，速度(v)，加速度(a)，急动度(j)来便
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于理解【急动度：加速度变化率】 

我们知道𝑣 = 𝑥′，𝑎 = 𝑣′，𝑗 = 𝑎′ 

那么有：𝑗 = 𝑎′ = 𝑣″ = 𝑥‴ 

现有甲，乙两个人，其运动仅与这四个量有关，那么若使这两个

人运动轨迹完全相同，就必须使得两人这四个量都相同。 

这样就能理解了，如果将甲的轨迹视为 f(x)，乙的轨迹视为 g(x)，

若 f(x)=g(x) ， 那 么 必 须 满 足 𝑓′(𝑥) = 𝑔′(𝑥), 𝑓″(𝑥) =

𝑔″(𝑥), 𝑓‴(𝑥) = 𝑔‴(𝑥), . . . , 𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑔(𝑛)(𝑥)，如果 g(x)为一个多

项式函数，那么称 g(x)是 f(x)的泰勒展开。 

 

设 f(x)为原函数，g(x)为展开式 

所以满足 f(x)=g(x) 

𝑔(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2+. . . +𝑎𝑛𝑥𝑛，我们有𝑔(0) = 𝑎0 = 𝑓(0) 

𝑔′(𝑥) = 𝑎1 + 2𝑎2𝑥+. . . +𝑛 ⋅ 𝑎𝑛𝑥𝑛−1 

𝑔″(𝑥) = 2𝑎2 + 3 × 2𝑎3𝑥 + ⋯ + 𝑛(𝑛 − 1) ⋅ 𝑎𝑛𝑥𝑛−2 

不难发现，g(x)求 n次导后，𝑎1，𝑎2，…，𝑎𝑛−1的项全为 0了 

因此我们仅需看最高次项 

原 一阶 二阶 三阶 …… n阶 

𝑎𝑛𝑥𝑛 𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−1 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑥𝑛−2 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝑎𝑛𝑥𝑛−3 …… 𝑛! 𝑎𝑛𝑥0 

即最终𝑔(𝑛)(0) = 𝑛! 𝑎𝑛 

而𝑓(𝑛)(0) = 𝑔(𝑛)(0) =  𝑛! 𝑎𝑛 

所以𝑎𝑛 =
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
 

那么有 

𝑔(𝑥) = 𝑓(0) +
𝑓′(0)

1!
𝑥 +

𝑓″(0)

2!
𝑥2+. . . +

𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛 

这个式子就是泰勒展开，但严格说来，这个式子还不够一般 

该式称为麦克劳林展开或麦克劳林公式，是泰勒公式的一个特殊

形式，于 1719年提出 

该式选取零点为基准点，但更一般的情况下，我们可以选取定义

域上的任意一点为基准点，如选取某一点𝑥0，这个时候我们可将

f(x)图像平移，使得𝑥0与 0重合，即将其平移变换，那么 0时麦

克劳林展开式仍然成立，但此时 0即为𝑥0，我们可将 x 变为𝑥 −

𝑥0即可 

就得到泰勒展开 

𝑓(𝑥) =
𝑓(𝑥0)

0!
+

𝑓′(𝑥0)

1!
(𝑥 − 𝑥0) +

𝑓″(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ +

𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛 

 

（III） 拉格朗日余项 

观察对比上式和 II中的原式，少了一个𝑅𝑛(𝑥)，即拉格朗日余项 

出现𝑅𝑛(𝑥)的原因在于： 

一般来说，这种多项化方法展开后的多项式应该有无数项 

但在计算时，我们不可能算至第无数项，因此我们只能给出一个

近似值，而后面那一大串式子对结果影响不大，就被称为余项，
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即拉格朗日余项𝑅𝑛(𝑥) 

我们可以根据需要，选择合适的 n取值，后面的项称为余项 

𝑓(𝑥) =
𝑓(𝑥0)

0!
+

𝑓′(𝑥0)

1!
(𝑥 − 𝑥0) +

𝑓″(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ +

𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛 

+
𝑓(𝑛+1)(𝑥0)

(𝑛 + 1)!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛+1+. . . +

𝑓(∞)(𝑥0)

∞!
(𝑥 − 𝑥0)∞【余项𝑅𝑛(𝑥)】 

𝑅𝑛(𝑥)余项是为计算确定误差的式子，对于𝑅𝑛(𝑥)的确定，我们有

两种理论。 

 

【I】 皮亚诺型余项 

皮亚诺猜想：可以将𝑅𝑛(𝑥)与最后一项
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 −

𝑥0)𝑛比较大小，用作商的方式 

𝑅𝑛(𝑥)

末项
=

𝑓(𝑛+1)(𝑥0)
(𝑛 + 1)!

(𝑥 − 𝑥0)𝑛+1

𝑓(𝑛)(𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)𝑛

+ ⋯ +

𝑓(∞)(𝑥0)
∞! (𝑥 − 𝑥0)∞

𝑓(𝑛)(𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)𝑛

 

=
𝑓(𝑛+1)(𝑥0)

𝑓(𝑛)(𝑥0)(𝑛 + 1)
(𝑥 − 𝑥0)+. . . +

𝑓(∞)(𝑥0) ⋅ 𝑛!

𝑓(𝑛)(𝑥0) ⋅ ∞!
(𝑥 − 𝑥0)∞−𝑛 

如果让该值无限小，即𝑅𝑛(𝑥)<<末项，此时𝑥 ⟶ 𝑥0 

那么𝑅𝑛(𝑥)对近似值无影响 

此时𝑅𝑛(𝑥)为(𝑥 − 𝑥0)的高阶无穷小 

记作𝑅𝑛(𝑥) = 𝑜(𝑥𝑛) 

 

【II】 拉格朗日型余项 

余项 

𝑅𝑛(𝑥) =
𝑓(𝑛+1)(𝑥0)

(𝑛 + 1)!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛+1+. . . +

𝑓(∞)(𝑥0)

∞!
(𝑥 − 𝑥0)∞ 

令𝑆(𝑥) = (𝑥 − 𝑥0)𝑛+1 

发现𝑅𝑛(𝑥0) = 0 ，𝑆(𝑥0) = 0 

则 

𝑅𝑛(𝑥)

𝑆(𝑥)
=

𝑅𝑛(𝑥) − 𝑅𝑛(𝑥0)

𝑆(𝑥) − 𝑆(𝑥0)
 

由柯西中值定理 

𝑅𝑛(𝑥)

𝑆(𝑥)
=

𝑅𝑛
′ (𝜉)

𝑆′(𝜉)
 

我们有𝑅𝑛
′ (𝜉) =

𝑓(𝑛+1)(𝑥0)

𝑛!
(𝜉 − 𝑥0)𝑛 + ⋯ … 

𝑆′(𝜉) = (𝑛 + 1)(𝜉 − 𝑥0)𝑛 

又有𝑅𝑛
′ (𝑥0) = 0，𝑆′(𝑥0) = 0 

进而 

𝑅𝑛
′ (𝜉)

𝑆′(𝜉)
=

𝑅𝑛
′ (𝜉) − 𝑅𝑛

′ (𝑥0)

𝑆′(𝜉) − 𝑆′(𝑥0)
=

𝑅𝑛
″(𝜉1)

𝑆″(𝜉1)
 

以此类推 
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我们可得出 

𝑅𝑛(𝑥)

𝑆(𝑥)
=

𝑅𝑛
′ (𝜉1)

𝑆′(𝜉1)
=

𝑅𝑛
″(𝜉2)

𝑆″(𝜉2)
=

𝑅𝑛
‴(𝜉3)

𝑆‴(𝜉3)
=. . . =

𝑅𝑛
(𝑛+1)

(𝜉)

𝑆(𝑛+1)(𝜉)
 

而𝑆(𝑛+1)(𝜉) = (𝑛 + 1)!为常数，不能再求导了 

而由柯西中值定理条件有： 

𝑥0 <. . . < 𝜉3 < 𝜉2 < 𝜉1 < 𝑥0 

好了，现在 

𝑅𝑛(𝑥)

𝑆(𝑥)
=

𝑅𝑛
(𝑛+1)

(𝜉)

(𝑛 + 1)!
 

我们只要求𝑅𝑛
𝑛+1(𝜉)的值即可 

再搬出泰勒展开式，将𝑅𝑛(𝑥)的前面所有项称为𝑃𝑛(𝑥) 

即𝑓(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥) + 𝑅𝑛(𝑥) ⇒ 𝑅𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑃𝑛(𝑥) 

所以𝑅𝑛
(𝑛+1)

(𝜉) = 𝑓(𝑛+1)(𝑥) − 𝑃𝑛
(𝑛+1)

(𝑥) 

而𝑃𝑛(𝑥)只有 n项，则𝑃𝑛
(𝑛+1)

(𝑥) = 0 

所以𝑅𝑛
(𝑛+1)

(𝑥) = 𝑓(𝑛+1)(𝑥) 

所以𝑅𝑛
(𝑛+1)

(𝜉) = 𝑓(𝑛+1)(𝜉) 

由于 

𝑅𝑛(𝑥)

𝑆(𝑥)
=

𝑅𝑛
(𝑛+1)

(𝑥)

(𝑛 + 1)!
 

⟹ 𝑅𝑛(𝑥) =
𝑅𝑛

(𝑛+1)(𝑥)

(𝑛 + 1)!
⋅ 𝑆(𝑥) =

𝑅𝑛
(𝑛+1)(𝑥)

(𝑛 + 1)!
⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝑛+1 

代入即有 

𝑅𝑛(𝑥) =
𝑓(𝑛+1)(𝜉)

(𝑛 + 1)!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛+1 

该式就是拉格朗日余项。 


