
数神教会 

第 拾 肆 章 

帕普斯定理 
I． 帕普斯定理 

如图 

 

在直线𝑙1，𝑙2上有 A，B，C，X，Y，Z 六点，交于 P，Q，U三点，则 P，Q，U 三点共

线。 

提出者：帕普斯【Pappus[古希腊]】 

 

II． 证明 

证明帕普斯定理时，我们需要用到一个初级定理：共边比例定理 

共边比例定理： 

在凸四边形 ABCD中，对角线 AC，BD交于 M 

 

则在其中一定存在有
𝐷𝑀

𝐵𝑀
=

𝑆△𝐷𝐴𝐶

𝑆△𝐵𝐴𝐶
 

证明：延长 MA至 E使得 AE=CM，连接 BE，DE 

如图 
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因为 CM=AE 

所以𝑆△𝐶𝑀𝐵 = 𝑆△𝐸𝐴𝐵，𝑆△𝐶𝑀𝐷 = 𝑆△𝐷𝐸𝐴【等底同高】 

所以𝑆△𝐵𝑀𝐸 = 𝑆△𝐴𝐵𝐶，𝑆△𝐷𝑀𝐸 = 𝑆△𝐴𝐷𝐶 

因为三角形 BME与三角形 DME高相等 

所以
𝑆△𝐵𝑀𝐸

𝑆△𝐷𝑀𝐸
=

𝐵𝑀

𝑀𝐷
=

𝑆△𝐴𝐵𝐶

𝑆△𝐴𝐷𝐶
 

证毕。 

 

下面证明帕普斯定理： 

连接 PQ交 XC于 U，交 AZ于 V，那么我们只需证明 U，V重合即可 
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由共边比例定理 

𝑃𝑈

𝑄𝑈
=
𝑆△𝑋𝑃𝐶
𝑆△𝑋𝑄𝐶

，
𝑃𝑉

𝑄𝑉
=
𝑆△𝑃𝑍𝐴
𝑆△𝑄𝑍𝐴

 

𝑆△𝑋𝑃𝐶 = 𝑆△𝑋𝐵𝐶 ⋅
𝑋𝑃

𝑋𝑃 + 𝑃𝐵
= 𝑆△𝑋𝐵𝐶 ⋅

𝑆△𝑋𝑌𝐴
𝑆四边形𝐴𝐵𝑌𝑋

=
𝑆△𝑋𝐵𝐶 ⋅ 𝑆△𝑋𝑌𝐴
𝑆四边形𝐴𝐵𝑌𝑋

 

同理得 

𝑆△𝑋𝑄𝐶 =
𝑆△𝑋𝑌𝐶 ⋅ 𝑆△𝑍𝐵𝐶
𝑆四边形𝑌𝐵𝐶𝑍

 

𝑆△𝑃𝑍𝐴 =
𝑆△𝐴𝑌𝑍 ⋅ 𝑆△𝑋𝐴𝐵
𝑆四边形𝐴𝐵𝑌𝑋

 

𝑆△𝑄𝑍𝐴 =
𝑆△𝑍𝐴𝐵 ⋅ 𝑆△𝑌𝑍𝐶
𝑆四边形𝑌𝐵𝐶𝑍

 

所以 

𝑃𝑈

𝑄𝑈
÷
𝑃𝑉

𝑄𝑉
=
𝑆△𝑋𝑃𝐶
𝑆△𝑋𝑄𝐶

÷
𝑆△𝑃𝑍𝐴
𝑆△𝑄𝑍𝐴

=

𝑆△𝑋𝐵𝐶 ⋅ 𝑆△𝑋𝑌𝐴
𝑆四边形𝐴𝐵𝑌𝑋

𝑆△𝑋𝑌𝐶 ⋅ 𝑆△𝑍𝐵𝐶
𝑆四边形𝑌𝐵𝐶𝑍

·

𝑆△𝑍𝐴𝐵 ⋅ 𝑆△𝑌𝑍𝐶
𝑆四边形𝑌𝐵𝐶𝑍

𝑆△𝐴𝑌𝑍 ⋅ 𝑆△𝑋𝐴𝐵
𝑆四边形𝐴𝐵𝑌𝑋

 

=
𝑆△𝑋𝐵𝐶 ⋅ 𝑆△𝑋𝑌𝐴
𝑆△𝑋𝑌𝐶 ⋅ 𝑆△𝑍𝐵𝐶

·
𝑆△𝑍𝐴𝐵 ⋅ 𝑆△𝑌𝑍𝐶
𝑆△𝐴𝑌𝑍 ⋅ 𝑆△𝑋𝐴𝐵

 

=
𝑆△𝑋𝐵𝐶
𝑆△𝑋𝐴𝐵

·
𝑆△𝑋𝑌𝐴
𝑆△𝐴𝑌𝑍

·
𝑆△𝑍𝐴𝐵
𝑆△𝑍𝐵𝐶

·
𝑆△𝑌𝑍𝐶
𝑆△𝑋𝑌𝐶

=
BC

AB
·
XY

YZ
·
AB

BC
·
YZ

XY
= 1 

所以
𝑃𝑈

𝑄𝑈
=
𝑃𝑉

𝑄𝑉
 

则 U，V重合，故 P，Q，U共线 

证毕。 


